
hun brede variëteit aan toepassingen
met als gevolg dat het niet mogelijk is
om de productdefinitie voor één speci-
fieke toepassing te optimaliseren.
Dankzij de continue ontwikkelingen
op het gebied van de sensortechnolo-
gie [Vosselman, 2005] komen er meer
en meer 3D-gegevens beschikbaar. Bo-
vendien nemen de nauwkeurigheid en
puntdichtheid en daarmee ook de ge-
gevenshoeveelheden toe. Fig. 1 toont
een voorbeeld van terrestrisch laser-
scannen.

Er is een groot aantal onderzoeken ver-
richt naar 3D-datamodellering; vele er-
van zijn samengevat en vergeleken in
[Zlatanova, 2002]. Het uitbreiden van
topografische datamodellen naar de
derde dimensie is vooral relevant voor
grootschalige topografie. Het waarbor-
gen van de integriteit en het zorgen
voor goede performance zijn belangrij-
ke eisen. Vandaar dit onderzoek om de
3D-datastructuur te implementeren in
een ruimtelijke database, gebaseerd
op een ‘Tetraheder Netwerk’ (TEN). Een
TEN heeft namelijk een aantal goede
eigenschappen zoals: eenduidige defi-
nitie van driehoeken (per definitie
vlak), aanwezigheid van topologische
relaties, goede onderhoudbaarheid, vi-
sualisatie via driehoeken en flexibi-

De meeste topografische producten representeren de
werkelijkheid via een afbeelding in twee dimensies.
Echter, de topografische objecten (fysieke objecten,

zoals gebouwen, wegen, tunnels, viaducten, enz.) worden
steeds complexer door het toenemende meervoudige ruim-
tegebruik. Dit vraagt om 3D-datamodellen ter ondersteu-
ning van 3D-planning en -analyse, in tegenstelling tot de
eerdere 3D-GIS-ontwikkelingen die vooral op de visualisatie
gericht waren. Een kenmerk van topografische producten is
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Topografische objecten zoals gebouwen, 
infrastructuur en kunstwerken worden steeds 

complexer door toenemend meervoudig ruimte-
gebruik. Vergrote bewustwording van het belang

van duurzame (stedelijke) ontwikkelingen verhoogt
de behoefte aan 3D-plannings- en analysemogelijk-

heden. Als gevolg hiervan moeten topografische
producten worden uitgebreid naar de derde 

dimensie. Een onderzoek naar de modellering 
hiervan vindt plaats binnen het Bsik RGI-project

‘3D-topografie’. In dit artikel wordt een nieuw 
3D-topologisch datamodel gepresenteerd, gebaseerd
op de wiskundige theorie van de Poincaré-algebra. 

T E C H N I S C H E E N I N S T I T U T I O N E L E U I T D A G I N G E N

Een TEN-gebaseerde 
aanpak voor 3D-topografie 

Prof.dr.ir. P.J.M. van Oosterom 
en ir. F. Penninga, 

sectie GIS-technologie, TU Delft. 
Email oosterom@otb.tudelft.nl

Fig. 1. Terrestrisch
laserscannen geeft
inzicht in complexe
constructies.



modelleren van luchtverontreiniging, dijkdoorbraak of
overstroming, is de gebruiker geïnteresseerd in wat er met
deze ‘lege’ ruimte gebeurt. 

Poincaré algebra
De TEN is de 3D-tegenhanger van het welbekende TIN (getri-
anguleerd onregelmatig netwerk). Behalve knopen, zijden
en driehoeken, bestaat een TEN uit tetraheders voor het re-
presenteren van volumeobjecten. Knopen, zijden, driehoe-
ken en tetraheders zijn alle simplexen, dat wil zeggen de
meest eenvoudige primitieven in de gegeven dimensie. Het
modelleren van 3D-objecten met simplexen is beschreven
door [Carlson, 1987]. Het gebruik van simplexen heeft een
aantal voordelen:
1. simplexen zijn goed gedefinieerd: een kD simplex wordt

begrensd door k+1 (k-1)D simplexen [Egenhofer et al,
1989]; voorbeeld: een 2D-simplex (driehoek) wordt be-
grensd door drie 1D-simplexen (zijden);

2. vlakheid van elke driehoek, aangezien drie punten per
definitie in een vlak liggen;

3. elke simplex is convex, ongeacht de dimensie.

Een direct gevolg van het goed gedefinieerde karakter van
simplexen en daarmee een TEN, is de beschikbaarheid van
3D-topologische relaties. Daar waar in 2D (TIN) veel belang-
rijke topologische relaties zijn gerelateerd aan de zijde (bij-
voorbeeld: een zijde heeft een driehoek links en een drie-
hoek rechts), zijn in 3D veel van de belangrijke relaties te
vinden op het niveau van de driehoek. Elke driehoek be-
grenst twee tetraheders. Links en rechts zijn betekenisloos
in 3D maar via de ordening van de zijden binnen een drie-
hoek kan de richting van de normaalvector van de driehoek
worden bepaald. Hiermee kan dus een tetraheder in positie-
ve en negatieve richting worden aangegeven. De n-dimen-
sionale simplex wordt gedefinieerd door n+1 knopen en dit
wordt als volgt genoteerd: Sn = <x0,…,xn>. 

De eerste vier simplexen zijn dus respectievelijk van 0D
naar 3D: S0 = <x0>, S1 = <x0, x1>, S2 = <x0, x1, x2>, en S3 =
<x0, x1, x2, x3>. De (n+1) knopen geven (n+1)! combinaties
van deze knopen, oftewel resp. 1, 2, 6 en 24 opties voor 0D,
1D-, 2D- en 3D-simplexen. Voor S1 zijn de twee combinaties
<x0, x1> and <x1, x0>, waarvan de eerste (van begin naar ein-
de) positief (+) wordt genoemd en de tweede negatief (-). De
2D-simplex heeft zes combinaties S2 : <x0, x1, x2>,  <x1, x2, x0>,
<x2, x0, x1>, <x2, x1, x0>, <x0, x2, x1> en <x1, x0, x2>. De eer-
ste drie hebben de tegenovergestelde oriëntatie aan de
tweede set van drie, dus er kan worden gesteld dat <x0, x1,
x2> = - <x2, x1, x0>. De positieve oriëntatie is tegen de klok
indraaiend (+) en de negatieve oriëntatie is met de klok
meedraaiend (-). Voor de 3D-simplex S3 = <x0, x1, x2, x3> zijn
er 24 verschillende combinaties, waarvan er twaalf gerela-
teerd zijn aan de positief georiënteerde tetraheder (+, alle
normaalvectoren wijzen naar buiten) en de overige twaalf
betreffen de negatief georiënteerde tetraheder (-, alle nor-
maalvectoren wijzen naar binnen). Aangezien er dus ver-
schillende equivalente notaties zijn, is het handig om een
afspraak te maken over de voorkeursnotatie, bijvoorbeeld
de combinatie met positieve oriëntatie met knopen met de
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liteit om meer complexe objecten te
vormen. Het model is gebaseerd op de
theorie van de Poincaré-algebra en
heeft daarmee een solide fundament.

3D-topografisch model in
een TEN-datastructuur
Als we topografie zien als de verzame-
ling van fysieke objecten kunnen er
twee opmerkingen worden gemaakt
voor wat 3D-topografisch modelleren
betreft: 
1. de fysieke objecten hebben per defi-

nitie een inhoud (volume). Er be-
staan in de werkelijkheid geen ech-
te punt-, lijn- of vlakobjecten; er be-
staan slechts punt-, lijn-, of vlakre-
presentaties op een gegeven genera-
lisatieniveau. Welke weergave zou
moeten worden gebruikt is aange-
geven in het Digitaal Cartografisch
Model (DCM), maar niet in het Digi-
taal Landschaps Model (DLM) dat de
3D-topografie bevat;

2. de fysieke werkelijkheid kan be-
schouwd worden als een volume-
partitie: een verzameling van niet-
overlappende volume-objecten die
tezamen de te modelleren ruimte
geheel vullen. Als gevolg hiervan
zijn objecten als ‘aarde‘ en ‘lucht’
expliciet onderdeel van de fysieke
werkelijkheid en dus van het mo-
del.

De topografische gegevensverzameling
bestaat dus uit volumeobjecten. Toch
kunnen in sommige gevallen ook vlak-
objecten nuttig zijn aangezien deze be-
langrijke overgangen markeren tussen
twee volumeobjecten. Vlakobjecten
kunnen hun eigen attributen hebben,
zoals oppervlaktemateriaal en kleur,
maar ze kunnen niet bestaan zonder de
aanwezigheid van deze volumeobjec-
ten. Een vlakobject kan worden gezien
als de eerste afgeleide van een volume-
object (en dit zou herhaald kunnen
worden voor lijn- en puntobjecten). In
het UML-klassediagram (fig. 3a en 3b)
zijn de vlakobjecten dan ook als associ-
atieklassen gemodelleerd.
De keuze om expliciet ‘lucht’ en
‘aarde’-objecten mee te nemen (eigen-
lijk de ‘lege’ ruimte tussen de fysieke
objecten) is mede ingegeven door het
feit dat deze ‘lege’ ruimte vaak het
onderwerp van analyse is. In geval van



x2, x0>. Wanneer ook hier weer naar de
zijden wordt gekeken dan valt het op
dat elke zijde één keer in positieve en
één keer in negatieve richting wordt
gebruikt. 

De samengevoegde buur n-simplexen
worden een ‘simplicial complex’ of n-
cell genoemd. Het is goed mogelijk
om een topologische structuur te bou-
wen voor een verzameling verbonden
n-simplexen (inclusief al hun lager di-
mensionale grenzen: 0,.., n-1 sim-
plexen) die het n-dimensionale do-
mein geheel opdeelt. In 3D wordt dit
het tetraheder netwerk (TEN) ge-
noemd. Binnen zo’n netwerk is het
niet alleen interessant om naar de
grens van een simplex te kijken maar
ook naar de co-grens, oftewel van wel-
ke hoger dimensionale simplexen de
gegeven simplex zelf een grens is. Zo
bestaat bijvoorbeeld de grens van een
driehoek uit drie zijden en de co-
grens van de driehoek uit twee tetra-
heders. Op soortgelijke manier be-
staat de grens van een zijde uit twee
knopen en de co-grens uit twee of
meer driehoeken. 

3D-topografie model gebaseerd op een
TEN
Redelijk dicht bij dit model komen de
implementaties in Panda [Egenhofer
et al, 1989] en Oracle Spatial; beiden
gaan echter maar tot twee dimensies
en zijn gebaseerd op complexen
(samengevoegde buur-simplexen van
eenzelfde dimensie, of te wel de n-cel-
len) en niet op de simplexen zelf. 
Er zijn drie verschillende conceptue-
le TEN-modellen ontwikkeld. Hoewel
deze alle drie ongeveer een gelijke be-

laagste id’s als eerste. Volgens de Poincaré-algebra bestaat
de grens van een simplex uit de volgende som van (n-1) di-
mensionale simplexen (weglaten van de ide knoop en het
om en om afwisselen van de + en - tekens): 

Dus de grens van ∂S1 = <x0, x1> is <x1> - <x0> en de grens
van ∂S1

neg = <x1, x0> zou zijn <x0> - <x1>. De grens van ∂S2 =
<x0, x1, x2> is <x1, x2> - <x0, x2> + <x0, x1>. Op soortgelijke
manier kunnen de grenzen van de andere vijf combinaties
van S2 gegeven worden. Tenslotte de grens ∂S3 = <x0, x1, x2,
x3> is <x1, x2, x3> - <x0, x2, x3> + <x0, x1, x3> - <x0, x1, x2>
(en soortgelijk voor de 23 andere combinaties). Kijkend
naar de grenzen van een tetraheder, dat wil zeggen de gren-
zen van de driehoeken (de zijden dus), blijkt dat elke zijde
exact één keer in de positieve richting en één keer in de ne-
gatieve richting voorkomt binnen de tetraheder. Een ander
interessant resultaat van de Poincaré-algebra is het aantal
lager dimensionale simplexen die voorkomen als (in)direc-
te grens van een gegeven simplex:

Dus S2 (driehoek) bestaat uit drie 0D-simplexen (knopen) en
drie 1D-simplexen (zijden). De simplex S3 heeft respectieve-
lijk 4, 6 en 4 0D, 1D en 2D-grenssimplexen. Wanneer buur-
simplexen van gelijke dimensie worden samengevoegd dan
wordt hun gemeenschappelijke grens verwijderd zoals aan-
gegeven in fig. 2a. Neem bijvoorbeeld de buurdriehoeken
<x0, x1, x2> en <x0, x2, x3> dan resulteert het samenvoegen
van al hun grenzen (zijden) in: (<x1, x2> - <x0, x2> + <x0, x1>)
+ (<x2, x3> - <x0, x3> + <x0, x2>) = <x1, x2> + <x0, x1> + <x2,
x3> - <x0, x3> = <x1, x2> + <x0, x1> + <x2, x3> + <x3, x0>.
Merk dus op dat de gemeenschappelijke grens <x0, x2> is
verdwenen. Op een zelfde wijze resulteert het samenvoegen
van twee buurtetraheders <x0, x1, x2, x3> en <x0, x2, x4, x3>
en het optellen van hun grenzen (driehoeken) in <x1,x2,x3>
+ <x0, x1, x3> + <x2, x1, x0> + <x2, x4, x3> + <x3, x4, x0> + <x4,
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S n  = heeft           grenssimplexen van dimensie p met (0 ≤ p < n)
n + 1

p + 1(     )

∂ S n  = ∑ ( – 1 ) i  <  x 0 , … ,  x i , … ,  x n  >
n

i = 0

Fig. 2.
Samengevoegde
simplex buren
vormen een complex
in (a) 2D en (b) 3D.

S21 = < x0, x1, x2 > en S22 = < x0, x2, x3 >
C2 = < x1, x2 > – < x0, x2 > + < x0, x1 >
+ < x2, x3 >  +  < x0, x2 >  + < x3, x0 >

= < x1, x2 >  +  < x0, x1 >  +  < x2, x3 >  +  < x3, x0 >

S31 = < x0, x1, x2, x3 > en S32 = < x0, x2, x4, x3 >
C3 = < x1, x2, x3 > – < x0, x2, x3 > + < x0, x1, x3 >
– < x0, x1, x2 >  +  < x2, x4, x3 >  – < x0, x4, x3 >
+ < x0, x2, x3 >  +  < x4, x2, x0 >

= < x1, x2, x3 >  +  < x0, x1, x3 >  –  < x0, x1, x2 >
+ < x2, x4, x3 >  –  < x0, x4, x3 >  +  < x4, x2, x0 >

(a) (b)



doeling hebben, zijn de ver-
schillen toch opvallend.
Daar een conceptueel mo-
del de start van een imple-
mentatie vormt, zijn deze
verschillen wel belangrijk.
Het eerste model is een min
of meer intuïtieve modelle-
ring van een TEN (fig. 3a):
de primitieven zijn gericht
(positief) en de grens/co-
grens associaties tussen
knoop en zijde, zijde en
driehoek en driehoek en te-
traheder zijn van een teken
voor voorzien via de associ-
atieklasse ‘Orientation’.
Een efficiënte implementa-
tie zal waarschijnlijk geen
expliciete extra klassen ge-
bruiken maar de verwijzin-
gen van teken (+/-) voorzien.
De associatie tussen tetra-
heder (of driehoek) en
knoop kan worden afgeleid
(en geeft de juiste ordening
van de knopen). 

Het tweede model (fig. 3b) is
een variant op het eerste
model maar in plaats van
associatieklassen zijn er nu
extra klassen geïntrodu-
ceerd: de ongerichte versie
van hun gerichte tegenhan-
gers. Net als bij het eerste
model kunnen nu ook weer
de associaties tussen tetra-
heder (of driehoek) en
knoop worden afgeleid. Het
derde model (fig. 3c) is di-
rect gebaseerd op de Poinca-
ré algebra: directe associa-
ties tussen knoop en alle
drie de andere primitieven
(zijde, driehoek en tetrahe-
der). De ordening van de
knopen is hierbij belangrijk
want deze definieert tevens
de oriëntatie. De andere as-
sociaties (tussen tetraheder
en driehoek en tussen drie-
hoek en zijde) kunnen wor-
den afgeleid inclusief de
richting/oriëntatie. De be-
langrijkste verschillen tus-
sen de drie modellen zijn:
(1) welke associaties wor-
den expliciet opgeslagen en
welke worden afgeleid? (2)
in geval van georiënteerde
associaties (verwijzingen),
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ken en +4 tetraheders (fig. 4 bo-
ven);

• midden in een zijde (n tetrahe-
ders betrokken) en toegevoegd
worden +1 knoop, +(n+1) zijden,
+2n driehoeken en +n tetrahe-
ders (fig. 4 onder).

3. toevoegen (of verwijderen) van con-
straints: in de eerste plaats driehoe-
ken (als onderdeel van de buiten-
kant van een object), maar daar-
naast mogelijk ook zijden en
knopen (i.v.m. met lager dimensio-
nale objecten). 

4. omklappen van tetraheders, waarbij
twee situaties mogelijk zijn, afhan-
kelijk van de configuratie (fig. 5):

worden deze gemodelleerd
via een associatie-klasse of
via extra ongerichte primi-
tieven? Het derde model
(fig. 3c) bevat de minste re-
dundantie voor wat de ver-
wijzingen betreft en is bo-
vendien op zuivere theorie
van de Poincaré-algebra ge-
baseerd. 

Gebruik van het
TEN-model
De gegevens worden in een
database beheerd. Een eer-
ste stap is het omzetten van
de objecten uit de echte
wereld naar een 3D TEN-re-
presentatie. De feitelijke ob-
jectbegrenzingen (zoals van
de gebouwen) komen dan
terug als zogenoemde ver-
zameling van vastgeprikte
driehoeken (‘constraints’)
in het TEN, deze mogen na-
melijk niet zonder meer
worden aangepast. Daar-
naast zijn er ook driehoe-
ken die de interne struc-
tuur beschrijven, deze kun-
nen worden aangepast zon-
der dat de buitenkant van een object in het geding komt.
Bij het vormen van het tetraheder netwerk is het goed om
slecht gevormde primitieven te voorkomen. Op dit gebied
heeft [Shewchuk, 1997] al veel onderzoek verricht. Belang-
rijk in een praktische setting is dat de gegevens incremen-
teel moeten kunnen worden bijgehouden door het toevoe-
gen (of verwijderen) van objecten, vaak ten koste van
‘lucht’ of ‘aarde’ tetraheders. In sommige gevallen kan het
ook ten koste gaan van andere objecten en zal de gebrui-
ker goed moeten nagaan of dit inderdaad wel de bedoeling
is. De meeste objecten zullen (indirect) verbonden zijn met
het ‘aardoppervlak’ en dit moet ook tijdens het muteren
goed in de gaten worden gehouden danwel worden afge-
dwongen door het systeem. 

Het toevoegen of verwijderen van objecten wordt intern
vertaald naar de volgende basis-mutatieoperaties die de
TEN-structuur aanpassen:

1. verplaatsen knoop (alleen toegestaan indien de topologi-
sche structuur correct blijft).

2. toevoegen van een knoop en bijbehorende zijden, drie-
hoeken en tetraheders (of de omgekeerde operatie ‘verwij-
der knoop’), waarbij de volgende drie gevallen mogelijk
zijn, afhankelijk van waar de knoop wordt toegevoegd:
• midden in een tetraheder (1 tetraheder betrokken) en

toegevoegd worden +1 knoop, +4 zijden, +6 driehoeken
en +3 tetraheders (respectievelijk de 0/1/2/3-simplexen);

• midden in een driehoek (2 tetraheders betrokken) en
toegevoegd worden +1 knoop, +5 zijden, +7 driehoe-
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Fig. 3c. Model 3.

Fig. 4. Toevoegen
van een knoop;

boven: in een
driehoek (buur
tetraheder niet

getoond), onder: in
een zijde verbonden

met vier tetraheders.
(bron: van der Most

2004)



• 2-3 bistellar omklappen;
• 4-4 bistellar omklappen.

Conclusie
Het uitbreiden van het topografische
gegevensmodel is vooral relevant
voor grootschalige topografie. Gezien
de omvang en het belang van deze ge-
gevens zijn het garanderen van de in-
tegriteit en het bieden van een goede
performance van groot belang. Daar-
om moeten deze gegevens in een
DBMS worden beheerd in een gege-
vensmodel dat is gebaseerd op de
Poincaré-algebra. De TEN-structuur is
geschikt vanwege de eigenschappen
als goed gedefinieerde driehoeken
(per definitie vlak), topologische
structuur, goede onderhoudbaar-
heid, visualisatie gebaseerd op drie-
hoeken, en de mogelijkheid om meer
complexe objecten te vormen (door
het samenvoegen van tetraheders).
Het gepresenteerde conceptuele mo-
del is de basis voor een toekomstige
implementatie in Oracle en er zullen
een aantal verschillende prototypen
op gebaseerd worden. Bovendien zal
naast de derde dimensie ook het tem-
porele aspect in dit model worden
meegenomen. ■
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SSaammeennvvaattttiinngg

EEeenn  TTEENN--ggeebbaasseeeerrddee  aaaannppaakk  vvoooorr  33DD--ttooppooggrraaffiiee

Vergrote bewustwording van het belang van duurzame ontwikke-
lingen verhoogt de behoefte aan 3D-plannings- en -analysemogelijk-
heden. Topografische producten moeten daarom worden uitgebreid
naar de derde dimensie. In dit artikel wordt een nieuw 3D-topolo-
gisch datamodel gepresenteerd gebaseerd op de wiskundige theorie
van de Poincaré algebra. De interne structuur bestaat uit een net-
werk van simplexen (knopen, zijden, driehoeken en tetraheders), die
goed gedefinieerd zijn, en zeer geschikt zijn voor het consistent bij-
houden van de 3D-data. Complete 3D-objecten bestaan uit een ver-
zameling van deze simplexen.
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AA  TTEENN--bbaasseedd  aapppprrooaacchh  ffoorr  33DD  ttooppooggrraapphhyy

Increased awareness of the importance of sustainable developments
has raised the need of 3D planning and analysis. Thus, topographic
products have to be extended into the third dimension. This article
presents a new 3D topological data model based on the mathemati-
cal theory of Poincaré algebra. The internal structure is a network
of simplices (nodes, edges, triangles and tetrahedrons) that are well
defined, and are very appropriate for the consistent maintenance of
3D data. Complete 3D objects are made up of a collection of these
simplices.
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RRééssuumméé

UUnnee  aapppprroocchhee  TTEENN  ppoouurr  llaa  ttooppooggrraapphhiiee  33DD

La prise de conscience de l’importance des développements durables
augmente les possibilités de planification et d’analyse 3D. Les pro-
duits topographiques doivent pour cela être élargis à la 3ème di-
mension. Un nouveau modèle topographique 3D basé sur la théorie
mathématique de l’algèbre de Poincaré est présenté dans cet article.
La structure interne comprend un réseau de simplex (nœuds, arcs,
triangles, tétraèdres) bien défini et très approprié pour une ténue
cohérente des données 3D. Les objets 3D contiennent une collection
de ces simplex.
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Fig. 5. Omklappen
in 3D: 2-3 bistellar
omklappen (links)

en 4-4 bistellar
omklappen (rechts)

(bron: van der Most
2004).




