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Abstract
In   this   paper,   we   present   a   combined   stochastic 
geometry model for mineral liberation of two­phase ore 
under fragmentation in breakage process.  The texture 
modeling   of   unbroken   ore   with   solid   grains   and   its 
interaction   with   artificial   fracture   pattern   are 
considered   on   the   base   of   simulations   with   the   3D 
Voronoi   diagram   (VD)   and   the   Poisson   polyhedra 
mosaic   (PM).   An   algorithm   was   developed   and 
implemented   to   generate   the   VD   of   ore   texture 
overlaying with PM fracture pattern to predict expected 
liberation spectra as bivariate grade­size distribution of 
polyhedral fragments.
Three types of breakage mechanism are examined: i) 
random   crushing   planes;   ii)   preferential   cracking 
within waste matrix or gangue phase that has very low 
hardness   and   iii)   intergranular   disintegration   along 
grain contacts on boundaries of Voronoi polyhedra. 

Introduction
The mineral   liberation of  ore  phases   in crushing 

and grinding operations is necessary for separation and 
extracting valuable ingredients throughout  mining and 
ore dressing processes. Voronoi polyhedra constructed 
ore   textures   as   crystal   grains   that   fill   the   whole 
available   space   are   making   quantitative   geometrical 
modeling possible,   thus leading to unique volumetric 
solutions   for   predicting   potential   mineral   liberation 
degrees. 
Some  earlier   mentioning   of   3D Voronoi  diagram   to 
model rock mineralogy was described in many works 
on integral geometry [] and its more recent applications 
[, ].

Thus the computational  technique should  include  the 
following main steps:

1. Modeling   of   heterogeneous   multiphase   ore 
using the 3D Voronoi diagram

2. Modeling of breakage or fracture pattern using 

the  3D Poisson  polyhedra  mosaic   for  micro 
cracking.

3. Simulation   of   interrelationship   for   the   two 
stochastic   geometrical   process   to   calculate 
liberation   spectra   in   expected   particles   for 
every mineral phase by pairs (selected target 
mineral   and   all   others   in   gangue   or   waste 
matrix).

4. Estimation   of   mineral   liberation   spectra   for 
different   mechanisms   of   breakages   in 
crushing   process   for   homogeneous   and 
heterogeneous two phase ores (in second case 
we assume that hardness of target phase much 
higher   then   in   gangue   matrix   and   cutting 
fracture   planes   can   propagate   only   along 
boundaries of Voronoi grains)

5. Calculation   of   integral   parameters   of   ore­
dressing   process   on   given   extraction 
probabilities   for   predicted   grade­size 
distributions

We denote:
A –Target mineral phase
B – Gangue mineral phase
λ  ­ Intensity of Poisson point process for Voronoi 
tesselation
τ  ­ Intensity of Poisson point process for Poisson 
fragmentation
v  –  volume of Poisson fragment or voxel particle
g – grade o of Poisson fragment as volume 
concentration of target phase
α (v, g) – texture quantification of unbroken ore as 
mineral liberation spectrum;
β (v) – fracture breakage pattern characterization with 
the size distribution of Poisson polyhedron particles; 
γ (v,g) –Product of interaction between the texture and 
fracture as bivariate size­grade distribution of 
polyhedron particles. 
MLS ­ Mineral Liberation Spectrum 
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α (v, g) β (v)   = γ (v,g)

Or in a matrix form:

γfL


=⋅ ,
where  L –  the mineral   liberation  spectrum for   target 
and gangue phases, f – size distribution of particles; γ  
­ the bivariate size and grade distribution of particles. 
1. Integral geometry approaches
There were developed several approaches by King [], 
Davy   [],   Barbery   []   and   many   other   followers   with 
attempts  to predict  particle  composition distributions. 
Basically their stochastic methods extend the integral 
geometry concepts of Santalo [], Matheron [] and Serra 
[] for  one­  and two dimensional cases.  The needs to 
characterize ore samples in sections by image analysis 
bring them to relate textures with complex probabilistic 
equations. In this approach the covariance function in 
ore   texture   (with   0   and   1   phases)   is   defined   by 
conventional equation:

[ ] [ ]{ }VV VhxfVxfEhC −+−= )()()( ,
where f(x)  is the indicating function for lag h between 
two points, being equal to 1 when point x is in phase 1; 
the   mathematical   expectation  E  is   taken   for   the 
complete   material   volume.   The   local   covariance 
according to Barbery [] can be assessed by:

[ ]{ }1)(exp)( 2 −= hKVhC V θ ,
where  K(h)  is   the   global   covariance   of   the   primary 
grains, defined by Serra [] as: 

∫ +⋅=
nR

dxhxkxkhK )()()(

taken for all x and all directions on the primary grains.
The   ore   texture   modeling   and   subdividing 

sample   space   may   be   based   completely   on   random 
Poisson process [] as was proposed by Barbery in []. 
Barbary’s  random Poisson polyhedral  fracture pattern 
interacts   with   binary   random   Poisson   polyhedral 
texture.   In   the   case   we   have   for   covariance   with 
Poisson intensity λ

3 
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But as was pointed out in [] the above expressions 
rather complex and do not provide close form 
solutions. 
We   propose   a   technique   based   on   modeling 
heterogeneous  granular  ore   textures  using 3D VD in 
order to calculate liberation spectra for mineral phases 
when the material undergoes random size reduction in 

crushing and grinding operations. The basic idea is to 
simulate multiphase ores  taking  in account   results  of 
modal   analysis   from   geological   sampling   and   then 
subdivide the space with a fracture pattern to calculate 
volumetric grade­size distributions of random Voronoi 
or Poisson polyhedra for product particles. 

2. Modeling ore texture

We   use   the   crystallization   technique   by   a 
nucleation/growth method for construction ore texture 
as describe in [] and shown in Fig. 3.

Fig. 3. The ore texture simulation with 3D VD

3. Creation fracture pattern

The manifold stochastic methods of modeling 
microstructures and fracture patterns recently were 
discussed in []. While common mathematical 
techniques for Poisson random fields and crack growth 
generation described comprehensively but studies were 
concerned mainly with strength properties and not 
liberation of phases in random microstructures.
To estimate liberation results after interaction between 
textures and fractures we investigated two different 
cases:

1. 3D Grid approach. Allocation or placing cubic 
particles of given voxel size (in defined range 
of   sizes)   in   random   positions   inside   the 
container box 

2. Unstructured   grid   approach.   Poisson   space 
subdivision  of   texture   in   simulating   fracture 
patterns in three cases: i) without any physical 
interactions   of   Poisson   splitting   planes   and 
boundaries   of   Voronoi   grains:   ii)   with 
postulation that Poisson splitting planes would 
not cross inside target mineral phase and iii) 
with   postulation   that   breakages   occurs   only 
along facets or of boundaries of Voronoi cells.
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Original two phase texture

i

ii

iii
Fig. 3. Illustration of Poisson fracture patterns: i­

random crushing planes; ii­ cracking within waste 
matrix or gangue phase that has very low hardness; iii­ 
preferential disintegration along boundaries of Voronoi 

polyhedral grains

Interrelationships for the 3D VD of multi­phase ore 
texture model with Poisson fracture patterns make 
polyhedral particles, that are classified by size and 
grade to define liberation spectra L(v,g) and density 
distribution γ (v,g).

4. Algorithms and computer realization
Some earlier works on the stochastic simulation of 
mineral liberation in 1D case were examined by 
R.King [] and many others [, , ]. One of the 
computational approaches has the next steps []:

1. Generate along X axis a long enough line 
with multi­phase ore's intervals as 1D texture

2. Analyze the line by pairs of target mineral and 
others (considering coverings of pixels in 
series 1, 2, 4, 8, ..., max in the line)

3. Calculate the mineral liberation 
spectra (actually LengthOfSegment­
ContentOfInclusionsInsideSegment 
distribution) for 12 classes of grades 
(concentrations from 0 to 100%)  and 16 
classes of sizes (see Fig. 3). 

4. Multiply the mineral liberation matrix on 
given  particle size distribution (as 
forthcoming ground product) to calculate the 
size­grade distribution

5. Define integral grade, yield and recovery of 
target mineral phase in extraction product.

In 3D case the mineral liberation simulation could be 
implemented in following steps:

Algorithm ml_1:  Cubic particles in voxel model of 
texture (without cutting planes)

Input:  A VD in R3 as multiphase texture of mineral 
grains. v­ volume of particle.
We can generate 1000 random points with proportions 
(contents) of phase m (mineral):    Ca=10, Cb=30 and 
Cc=60  percents in the box of size 
Nx*Ny*Nz (1024*1024*1024) units.
This   would   be   a   proto   particle   and   then   we   can 
subdivide it by cutting planes.
Output: MLS (Mineral Liberation Spectrum) and SGD 
(Size­Grade   Distribution)   of   particles   for     every 
mineral phase.

1.Generate  random germs for grains of minerals in 
container box
2.Construct the 3D VD  for multi­phase ore texture
3. Convert VD 3D to voxel model
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3.1.   For   all   voxels   with  ijk  inside   a   Voronoi   grain 
assign  index of particle l and index of phase m. 
4. Insert a random cubic particle from size distribution 
f(v) in range [1..BoxSize] inside the box, align it on the 
grid and define grade.
5. Calculate MLS
6. Define integral  grade, yield and recovery of target 
mineral phase in extracted product.

Thus for 3D case with regards to Poisson process of 
planes we have the following algorithm: 

Algorithm   ml_2:  Poisson   polyhedra   created   by 
cutting planes.
Input:  VD   in   R3   as   multiphase   texture   of   mineral 
grains. v­ volume of particle. 
The average size of particles in volume units v

av

We create TParticles: array of TParticle, where  
TParticle = class 
…
ID_Particle;
Grains:   array   of   TGrain   //   Voronoi   cells   in   proto 
particle and then simply polyhedra
procedure Volume;
procedure Grade;
procedure SizeAndGradeFractionBelongings
…
end. 

Output: MLS (Mineral Liberation Spectrum) and SGD 
(Size­Grade   Distribution)   of   particles   for     every 
mineral phase

1.  Create  a  proto  particle  as   the  cubic  box  were  all 
Voronoi grains have particle Identifier l = 1.
  (from now we don’t need Voronoi diagram structure 
because it will be destroyed by cuttings)
2.Generate a random breakage plane using 3 random 
points
3. Find all particles that cut the current plane
3.1. Case 1: Define all grains of phase m in this particle 
that random plane cuts as a scissor 
3.1.1.Divide edges and add facets to two new particles
3.2. Case 2: Define all grains of phase m in this particle 
that random plane cuts with preferencial mild phase
3.2.1.   Find   all   facets   if   phase  m  in   particle   when 
dividing on two new ones
3.3. Case 3: Define all grains of phase m in this particle 
that random plane cuts with intergranular boundaries
3.2.1. Find the facet path through all M  phases inside 

the particle when dividing it on two new ones
4. Increase the Index of every of two particles by one 
and the whole number of particles
5. Define the average size of particles and if it less then 
Vav goto step 2. 
6. Calculate mineral liberation spectrum
7.  Calculate   the volumetric  size­grade  distribution of 
polyhedral particles

After calculations we are getting the next spectrum of 
mineral liberation for homogenous two­phase ore (Fig.
3)

Fig. 3. The liberation spectrum of two­phase ore 
under size reduction process

The   spectrum   of   mineral   liberation   for   two   phase 
system   (Fig.   3)   was   calculated   using   random   voxel 
particles   in   the   size   range   1­2048   inside   the   cubic 
sample   container.   It   is   implemented   according   to 
algorithms_ml1.
Implementation   of   algorithms_ml2   for   interaction   of 
ore   texture   with   Poisson   fracture   pattern   offer 
mechanism   to   simulate   main   physical   properties   of 
ores, such as hardness and strength of intergrowth in 
mineral grains. 

Conclusion
In our approach of solving mineral liberation problem 
we   don’t   use   integral   geometry   expressions   derived 
from   analyzing   multiple   stochastic   characteristics   of 
objects involved as was proposed in [, , , ], but instead 
we have  developed  a  direct  computational  algorithm 
for processing every Poisson polyhedron’s volume and 
grade in final product of fragmentation.
The  model  of  mineral   liberation   could  be   compared 
with   stereological   measurements   for   ore   sample 
sections   from   linear   and   areal   methods   of   scanning 
electron microscopy.
The   developed   approach   provides   a   reliable   3D 
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VD/PM model to predict particle compositions in ore 
ground   products   before   mechanical   size   decrease 
operations   and   could   be   applied   for   advanced 
geostatistical   mapping   and   reserve   estimation   of 
mineral deposits.

References
1. Barbery   G.   Random   sets   and   integral 

geometry   in   comminution   and   liberation   of 
minerals.  Minerals and Metall. Eng., 1987. – 
No.4.– pp.92­102. 

2. Bazin   C.   Simulation   of   Ore   Textures   and 
Mineral Liberation by Comminution. Mineral 
Process   Modeling,   Simulation   and   Control, 
International Conference, JUNE 6­7, Sudbury, 
Ontario, Canada, 2006.  

3. Bonifazi   G.   and  Massacci   P.  Ore   liberation 
modeling by minerals topological evaluation. 
Minerals   Engineering,   Volume   8,   Issue   6, 
June 1995. – pp.649­658.

4. Davy P.J. Probability Models for Liberation. 
Journal Applied Probability. 1984. – Vol.21. – 
pp.260­269.

5. Gay   S.L.   Simple   texture­based   liberation 
modeling   of   ores.   Minerals   Engineering, 
Volume   17,   Issues   11­12,   November­
December 2004. – pp.1209­1216

6. Gilbert   E.N.   Random   subdivisions   of   space 
into crystals. Ann.Math.Statist. 1962. – v.33, – 
pp.958­972.

7. Hilliard   J.E.,   Lawson   L.R.   Stereology   and 
Stochastic Geometry: Computational Imaging 
and Vision. Springer, 2003. –512p.

8. Iesulauro,  E.,  Heber,  G.,  Wawrzynek,  P.  A., 
and A. R. Ingraffea. Modeling of 3D Metallic 
Polycrystals   and   Simulation   of   Crack 
Initiation. Cornell University. 2003.

9. Jessell   M.   The   Numerical   Simulation   of 
Microstructures   in   Geological   and   Non­
Geological   Materials.  PCM4.   Quantitative 
modeling   of   microstructures,   2004,   PCM4: 
MOpm22 : G5.

10. King   R.P.   Linear   stochastic   models   for 
mineral   liberation.  Powder  Technology,  Dec 
1994. – pp.34­39.

11. Ledoux   H   and   Gold   C.M.   An   Efficient 
Natural   Neighbour   Interpolation   Algorithm 
for   Geoscientific   Modelling.   In   P   Fisher, 
editor,   Developments   in   Spatial   Data 
Handling—11th International  Symposium on 
Spatial   Data   Handling,   Springer,   2004.   – 
pp.97–108. 

12. Li,   Xu­Dong.   Visualized   simulation   and 
modularized   architecture   of   microstructures 
for   composite   materials.  Composite 
Interfaces, Volume 12, Numbers 3­4, 2005. – 
pp. 291­309

13. Matheron   G.   Random   Sets   and   Integral 
Geometry. Wiley, New York. 1975. – 280p.

14. Meijering J.L. Interface, area, edge length and 
number of vertices in crystal aggregates with 
random nucleation.   ­  Philips  Research  Rept, 
1953. – v.8. –pp.270­290.

15. Miles  R.E.  The random division of  space.   ­ 
Advances in Appl.Probability Suppl., 1972. – 
pp.243­266

16. Okabe A., Boots B., Sugihara K., Chiu S.N. 
Spatial   Tessellations:   Concepts   and 
Applications   of   Voronoi   Diagrams.   Wiley 
Series   in  Probability   and  Statistics,   2000.   – 
230p.

17. Russ   J.C.,  Dehoff  R.T.  Practical  Stereology. 
2nd Edition. Plenum Press, New­York, N.Y., 
1999. – 307p.

18. Santalo,   Luis   A.   Integral   Geometry   and 
Geometric   Probability.   Encyclopedia   of 
Mathematics   and   Its   Applications,   Vol.1, 
Addison­Wesley, Reading, MA. 1976. – 360p.

19. Serra   J.   Image   Analysis   and   Mathematical 
Morphology. Academic Press, London. 1982. 

20. Sobczyk K., Kirkner D.J. Stochastic Modeling 
of Microstructures.  Birkhauser Boston, 2001. 
– 271p.

21. Soulié R., Mérillou S., Romain O., Djamchid 
T.,   Ghazanfarpour   R.   Modeling   and 
Rendering   of   Heterogeneous   Granular 
Materials:   Granite   Application.  Computer 
Graphics   Forum,   Volume   26, Number   1, 
March 2007. – pp.66­79.

22. Suzuki   M.T.,   Yoshitomo   Y.,   Osawa   N., 
Sugimoto Y.Y. Classification of solid textures 
using   3D   mask   patterns   Systems,   Man   and 
Cybernetics,   2004   IEEE   International 
Conference   Publication   Date:   10­13   Oct. 
2004. – vol.7. – pp.6342 – 6347.

23. Whittle   D.,   Vassiliev   P.   Synthesis   of 
Stochastic   Recovery   Prediction   and   Cut­off 
Optimization.   //  Mine  to Mill  Conference.  – 
1998. ­pp.53­55.

5


	Vassiliev P.V.*, Ledoux H.†, Gold C.§

